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[k.M&II

uksV% fuEufyf[kr esa ls fdUgha nks iz'uksa osQ mÙkj nhft,A
iz'u 1- (d) ,d O;fDrxr miHkksDrk dk mi;ksfxrk 

iQyu gSµ
U = q1.q2

rFkk mldh ekSfæd vk; (Y) 100 gS] tcfd dhersa P1 

= ₹2 rFkk P2 = ₹5 gSaA q1 ,oa q2 enksa osQ eku Kkr dhft, 
rFkk çfrLFkkiu] vk; ,oa dher çHkkoksa dks fuèkkZfjr dhft,A

mÙkjµ Q₁ vkSj Q₂ osQ eku Kkr djus osQ fy,] gesa ctV 
dh deh osQ vèkhu mi;ksfxrk iQyu dks vfèkdre djus dh 
vko';drk gSA miHkksÙkQk dk mi;ksfxrk iQyu U = Q₁ × Q₂ 
gS] vkSj ctV ckèkk P₁ × Q₁ + P₂ × Q₂ = Y }kjk nh xbZ gS] 
tgka P₁ = 2 vkSj P₂ = 5 gSA

miHkksÙkQk dh leL;k ctV dh deh osQ vèkhu mi;ksfxrk 
U dks vfèkdre djuk gSµ

 vfèkdre djsaµ  U = Q₁ × Q₂

 2Q₁ + 5Q₂ = 100 osQ vèkhu
bl leL;k dks gy djus osQ fy, ge ySxzsat xq.kdksa dh 

fofèk dk mi;ksx dj ldrs gSaA bl leL;k osQ fy, ySxzs aft;u 
gSµ

L =  Q₁ ×Q₂ – λ(2Q₁ + 5Q₂ – 100)

Q₁, Q₂ vkSj λ(osQ lacaèk esa vkaf'kd O;qRiUu ysrs gq,] 
vkSj mUgsa 'kwU; ij lsV djrs gq,] ge Q₁, Q₂ vkSj λ osQ eku 
ik ldrs gSaA

1 2

2 1

1 2

L/ 2 0

L/ 5 0

L/ 2 5 100 0

q q

q q

q q

     
     
     

bu lehdj.kksa dks ,d lkFk gy djus ij gesa Q₁, Q₂ 
vkSj λ osQ eku çkIr gksaxsA

igys nks lehdj.kksa lsµ
 Q₂ = 2λ

 Q₂ = 5λ

bUgsa ctV ckèkk lehdj.k esa çfrLFkkfir djsaµ
 2(5λ) + 5(2λ) = 100
 20λ = 100

 λ = 5

λ = 5 dk mi;ksx djosQ] ge q] vkSj q₂ ik ldrs gSaµ
 Q1 – 5(5) = 25

 Q2 = 2(5) = 10

blfy,] ctV dh deh dks ns•rs gq, miHkksÙkQk viuh 
mi;ksfxrk dks vfèkdre djus osQ fy, oLrq 1 (q₁) dh 25 
bdkb;k¡ vkSj oLrq 2 (Q2) dh 10 bdkb;k¡ •jhnsxkA

vc] vkb, çfrLFkkiu çHkko] vk; çHkko vkSj ewY; çHkko 
dk fo'ys"k.k djsaµ

çfrLFkkiu çHkkoµ ;g oLrqvksa dh lkis{k dherksa esa cnyko 
osQ tokc esa miHkksx dh xbZ ,d oLrq dh ek=kk esa ifjorZu 
dks lanfHkZr djrk gS] ;g ekurs gq, fd miHkksÙkQk dh okLrfod 
vk; fLFkj jgrh gSA bl ekeys esa] ;fn okLrfod vk; fLFkj 
jgus ij lkis{k dhersa (P₁ vkSj P₂) cnyrh gSa] rks miHkksÙkQk 
viuh ubZ lkis{k dherksa osQ vkèkkj ij q₁ vkSj q₂ dh ek=kk 
dks lek;ksftr dj ldrk gSA

vk; çHkkoµ bldk rkRi;Z okLrfod vk; esa ifjorZu osQ 
dkj.k miHkksx dh xbZ oLrqvksa dh ek=kk esa ifjorZu ls gSA ;fn 
miHkksÙkQk dh okLrfod vk; cnyrh gS (;kuh] ctV ckèkk vanj 
;k ckgj dh vksj cnyrh gS)] rks miHkksÙkQk miHkksx dh xbZ nksuksa 
oLrqvksa dh ek=kk cny ldrk gSA

ewY; çHkkoµ ewY; çHkko çfrLFkkiu çHkko vkSj vk; çHkko 
nksuksa dks tksM+rk gSA ;g lkis{k dherksa vkSj okLrfod vk; 
nksuksa esa ifjorZu osQ dkj.k miHkksx dh xbZ oLrqvksa dh ek=kk esa 
ifjorZu dk fglkc j•rk gSA

(•) ^js•h; O;; ç.kkyh* osQ vUrxZr ,d miHkksÙkQk osQ 
vuqowQyre pqukoksa dk o.kZu dhft,A

mÙkjµ lanHkZµ ns[ksa vè;k;&3] i`"B&25] ^jSf•d O;; 

lw{e (O;f"V) vkfFkZd fo'ys"k.k

(Solved)

le; % 3 ?k.Vs ] [ vfèkdre vad % 100

uksV %  izR;sd Hkkx esa fn, x, funssZ'kkuqlkj iz'uksa osQ mÙkj nhft,A

M.E.C.-101



iz'u 1- (d) oLrqvksa x vkSj y ij ,d miHkksÙkQk dk 
mi;ksfxrk iQyu u(x, y) = 12x²y⁴ gSA ekuk fd oLrq x dk 
ewY; px }kjk] oLrq y dk ewY; py] }kjk vkSj vk; dks M }
kjk n'kkZ;k tkrk gSA

(v) miHkksx lewg (1] 1) ij miHkksÙkQk dk vfèkeku 
oØ D;k <ky n'kkZ;sxk\

mÙkjμmiHkksx lewg (1]1) ij miHkksÙkQk osQ mnklhurk 
oØ dk <yku •kstus osQ fy,] ge çfrLFkkiu dh lhekar nj 
(MRS) dk mi;ksx dj ldrs gSa] tks ml nj dk çfrfuf/Ro 
djrk gS] ftl ij miHkksÙkQk ,d oLrq çkIr djus osQ fy, ,d 
oLrq dh oqQN ek=kk NksM+ ldrk gSμmi;ksfxrk osQ leku Lrj 
dks cuk, j•rs gq, vU; oLrq dh vfrfjÙkQ bdkbZA

MRS dh x.kuk fn, x, miHkksx lewg ij oLrq x 
(MUx) dh lhekar mi;ksfxrk vkSj oLrq y (MUy) dh lhekar 
mi;ksfxrk osQ vuqikr osQ :i esa dh tkrh gSA

mi;ksfxrk iQyu u(x, y) = 12x²y4 osQ :i esa fn;k x;k 
gSA lhekar mi;ksfxrkvksa dks •kstus osQ fy,] ge x vkSj y osQ 
laca/ esa mi;ksfxrk iQyu dks vyx djrs gSaμ

MUx = u/x = 24xy4

MUy = u/y = 48x2y3

miHkksx lewg (1] 1) ij] lhekar mi;ksfxrk,¡ gSaμ
MUx = 24(1)(1)⁴ = 24 

MUy = 48(1)2(1)³ = 48 

lewg (1] 1) ij MRS gSμ MUx/MUy = 24@48 = 1@2 
blfy,] miHkksx lewg (1] 1) ij miHkksÙkQk osQ mnklhurk 

oØ dk <yku 1@2 gSA
(c) oLrqvksa x vkSj y osQ fy, miHkksÙkQk dk lkekU; ekax 

iQyu O;qRiUu dhft,A
mÙkjμmiHkksÙkQk dh lkekU; ek¡x iQyu% miHkksÙkQk dk 

mi;ksfxrk iQyu bl çdkj fn;k x;k gSμu(x, y) = 2x²y⁴–12

{

ctV ck/k lehdj.kμ2px $ 2py = M }kjk nh xbZ gS
tgka px vkSj py Øe'k% lkeku x vkSj y dh dhersa gSa] 

vkSj M miHkksÙkQk dh vk; gSA
(l) ;fn gesa px = 2] py = 2 vkSj M = 24 Kkr 

gks] rks miHkksx lewg dks vf/dre djus okyh mi;ksfxrk dh 
x.kuk dhft,A

mÙkjμbl ekeys esa] 2px = 2 vkSj 2py = 2] vkSj 
 M = 24
bu ekuksa dks ctV ck/k esa çfrLFkkfir djus ij gesa 

feyrk gSμ
 2(2x) + 2(2y) = 24 
 4x + 4y = 24 

 x + y = 6 

ge y dks x osQ :i esa O;ÙkQ djus osQ fy, bl lehdj.k 
dks iquO;ZofLFkr fd;k tk ldrk gSμ

 y = 6 – x

vc] mi;ksfxrk iQyu esa bl vfHkO;fÙkQ dks y osQ LFkku 
ij j•saμ

 U(x, y) = 2x²(6 – x)⁴ – 12

mi;ksfxrk dks vf/dre djus okyh x dh b"Vre ek=kk 
Kkr djus osQ fy,] x osQ laca/ esa mi;ksfxrk iQyu dk O;qRiUu 
ysa] bls 'kwU; ij lsV djsa] vkSj x osQ fy, gy djsaμ

 du/dx = 2(6 – x)⁴ (–8x $ 24) = 0 
x dks gy djus ij] gesa 3x = 3 feyrk gSA
x osQ bl eku dks ctV ck/k lehdj.k esa çfrLFkkfir 

djosQ] ge laxr y dk eku ik ldrs gSaμ
y = 6 – x = 6 – 3 = 3

blfy,] mi;ksfxrk&vf/dre miHkksx lewg (3] 3) gSA
(•) ekuk fd ek¡x oØ Q = 10 – P fn;k x;k gSA oLrq 

dh 6 bdkb;ksa osQ miHkksx ls oqQy miHkksÙkQk cpr D;k gS\

lw{e (O;f"V) vkfFkZd fo'ys"k.k

(Solved)

le; % 3 ?k.Vs ] [ vf/dre vad % 100

uksV %  izR;sd Hkkx esa fn, x, funssZ'kkuqlkj iz'uksa osQ mÙkj nhft,A
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ifjp;
cktkj dk oqQy ek¡x oØ fdlh leqnk; osQ fy, ml fLFkfr

esa vèkkseq[kh izo.k gksrk gS] tc miHkksDrk dks cktkj ewY; fn;k
x;k gks rFkk og vius miHkksx osQ ifjorZu ls cktkj ewY; dks
izHkkfor ugha dj ldrk gksA bl vè;k; esa miHkksDrk O;ogkj
lacaèkh fofHkUu igyqvksa dh ppkZ dh xbZ gSA

blls ;g irk pysxk fd ge fdlh Hkh miHkksDrk dk b"Vre
vfèkeku oSQls fuèkkZfjr dj ldrs gaS\ fdl izdkj ewY; izHkko]
vk; izHkko rFkk izfrLFkkiu izHkko esa fo;ksftr fd;k tk ldrk gS
eq[; :i ls cktkj ek¡x miHkksDrk oxZ }kjk fdlh miHkksT; oLrq
gsrq ek¡x osQ vfHky{k.kksa ij fuHkZj djrh gSA fdlh ,d miHkksDrk
dh fdlh miHkksT; oLrq osQ fy, ek¡x miHkksDrk osQ O;ogkj ij
fuHkZj djrh gSA ek¡x fu;e osQ ihNs okLro esa D;k vk£Fkd ;qfDr
>ydrh gS] blosQ fy, miHkksDrk O;ogkj dk fo'ys"k.k
vko';d gSA

vè;k; dk fogaxkoyksdu
ewy izlax

miHkksDrk O;ogkj dk fo'ys"k.k dbZ ǹf"Vdks.kksa ls fd;k tk
ldrk gSA lHkh ǹf"Vdks.k miHkksDrk dks foosd'khy ekurs gSa rFkk
og fofHkUu oLrq lewgksa esa ls vfèkdre ykHk izkIr dj
ldrk gSA
mi;ksfxrk lacaèkh miHkksDrk vfèkeku

izR;sd miHkksDrk oxZ viuh miHkksT; oLrq dh mi;ksfxrk dk
ekiu vo'; djrk gSA mi;ksfxrk ekiu ;ksX; voèkkj.kk gSA
miHkksDrk viuh larqf"V dks rc rd vfèkdre ugha djrk] tc
rd og fdlh oLrq&lewg dh mi;ksfxrk dh tk¡p ugha dj ysrkA
mi;ksfxrk dks fHkUu&fHkUu mikxeksa esa fHkUu&fHkUu rjhdksa ls ekik
tk ldrk gSA mi;ksfxrk lacaèkh nks izeq[k ekinaM gSaµ

miHkksDrk O;ogkj fl¼kar

lw{e (O;f"V) vkfFkZd fo'ys"k.k

1- x.kukRed fo'ys"k.k
2- ØekRed fo'ys"k.k

x.kukRed fl¼kar % ,d ifjp;
x.kukRed mi;ksfxrk fl¼kar ftls lhekUr mi;ksfxrk fl¼kar

osQ uke ls Hkh tkuk tkrk gS] dh fuEufyf[kr voèkkj.kk,¡ gSaµ
(1) miHkksDrk le>nkj gksrk gS rFkk fn, x, oLrqvksa osQ

ewY; ,oa ekSfæd vk; ij miyCèk fHkUu lewgksa esa ls
viuh mi;ksfxrk dks vfèkdre djus osQ fy, fdlh
,d lewg dk pquko djrk gSA

(2) #fp ,oa izeq[krk,¡ fn;s tkus ij miHkksDrk dh oqQy
mi;ksfxrk miHkksx dh ek¡x ij fuHkZj djrh gSA

(3) foozQ; ;ksX; oLrq,¡ vPNh gSa rFkk lhekUr mi;ksfxrk
èkukRed gSaA bldk vFkZ gS fd ;fn miHkksDrk dk
mi;ksfxrk dk Lrj U gS vkSj miHkksx dk Lrj x gS]
rks ‘x’ osQ c<+us (?kVus) ij ‘U’ c<+rk (?kVrk) gSA

(4) x dh lhekUr mi;ksfxrk ßkleku gksrh gS] ‘x’ osQ c<+us
ij MU c<+rk (?kVrk) gSA

bl izdkj MUx oozQ vèkkseq[kh izo.k gksrk gSA
(5) mi;ksfxrk dks eqæk osQ :i esa xq.kkRed ;k la[;kRed

:i esa ekik tkrk gSA
(6) eqæk dh lhekar mi;ksfxrk èkukRed rFkk vpj gksrh

gSA bldk vFkZ gS ,d bdkbZ ekSfæd vk; c<+us
(?kVus) ij mi;ksfxrk c<+rh (?kVrh) gSA

miHkksDrk lkE;µvoèkkj.kk osQ vuqlkj miHkksDrk ldy
mi;ksfxrk (ykHk) izkIr djrk gSA ‘q’ bdkbZ osQ leqnk; osQ miHkksx
osQ fy, U(q)A ;gk¡ miHkksDrk dks ekSfæd vk; dh P

q
.q bdkb;k¡

O;; djuh vko';d gSa] ;fn leqnk; q dk ewY; P
q
 gS] tks fd

miHkksDrk dks fn;k x;k gS] rks miHkksDrk dh oqQy mi;ksfxrk N(q)
gksxhA N(q) = U (q) – l

q
·q
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 lw{e (O;f"V) vkfFkZd fo'ys"k.k

 vkSj Pq miHkksDrk dks miyC/ djk;k tkrk gS vkSj  
mi;ksfxrk dh fxjkoV dks n'kkZrk gS] tcfd ekSfæd vk; esa ,d
bdkbZ dh fxjkoV gksrh gSA

miHkksDrk dk eq[; mís'; oqQy mi;ksfxrk N(q) dks q dk
p;u djosQ vfèkdre djuk gksrk gSA blosQ fy, ge N (q) dk
izFke vodyu ysrs gSa vkSj mls 'kwU; (0) osQ cjkcj j[krs gSa]

N( )d q

dq = 0 ;k miHkk sDrk lkE;] ge izkIr djrs gS a

U( )d q

dq –qA izFke Øe ls ge q dk vfèkdre eku vodfyr

djrs gSa] ftls q*– q* (Pq, ) dgk tkrk gSA f}rh; Øe fLFkfr

osQ fy, 
2

2

N( )x

q


 = 

2

2

U( )x

q


  < 0 visf{kr gS, tks fd MU

q
 dh

ßkleku voèkkj.kk ls fuèkkZfjr gksrk gSA

ØekRed fl¼kar % ,d laf{kIr fVIi.kh
ØekRed mikxe  esa mi;ksfxrk dks ØekRed ;k xq.kkRed

:i ls ekik tkrk gS] la[;kRed ;k ifjek.kkRed :i ls ughaA
blesa miHkksDrk viuh izeq[krkvksa dks ml Øe esa j[k ldrk gS
ftlesa og rqyuk djuk pkgs] foaQrq fHkUu ifjek.k osQ inksa esa ugha]
blfy, ;g mi;ksfxrk dh vfèkd LokHkkfod eki nsrk gSA
ØekRed fl¼kar osQ nks fHkUu nf̀"Vdks.k gSaµ

1- vufèkeku oØ mikxe
2- Jqr vfèkeku mikxe

vufèkeku oozQ mikxe
vufèkeku oØ mi;ksfxrk&Lrj vpj dks ysdj cuk;k tkrk

gS] blhfy, fHkUu&fHkUu vufèkeku oØ ,d gh miHkksDRkk osQ fy,
mi;ksfxrk osQ fHkUu&fHkUu Lrj dks n'kkZrs gSaA lkE; rc LFkkfir
gksrk gS] tc vufèkeku oØ vk; js[kk ;k ctV js[kk dh Li'kZ T;k
cu tkrk gSA
Jqr vfèkeku mikxe

bl mikxe esa miHkksDrk lkE; Lrj ij oLrqvksa dks fHkUUk
lewgksa esa oxhZÑr djosQ ekywe fd;k tk ldrk gSA miHkksDrk
oLrqvksa osQ mlh oxZ dks pqurk gS] ftlesa mi;ksfxrk vfèkdre gksrh
gSA bl mikxe osQ tUenkrk fo[;kr vFkZ'kkL=kh ikWy ,- lSeq,Ylu
gSaA

ek¡x fo'ys"k.k dk ifjp;
cktkj ek¡x oØ vkerkSj ij vèkkseq[kh izo.k gksrk gSA cktkj

ek¡x oØ fofHkUu ewY;ksa ij fofHkUu miHkksDrk lkE;ksa dks feykdj
cuk;k tkrk gSA ;gk¡ cktkj ewY; dks vpj ekuk tkrk gS vkSj
miHkksDrk dks fn;k tkrk gSA uo&ijEijkxr mikxe esa ek¡x oØ
rHkh izkIr fd;k tk ldrk gS] tc ewY; ckátkr :i ls cnys vkSj
lHkh lkE; fcanqvksa dks feyk nsaA
ØekRed fl¼kar % vufèkeku oØ mikxe

vufèkeku oØ mikxe esa miHkksDrk dk mís'; vU; lHkh
miyC/ lewgksa esa ls ,d ,sls lewg dks pquuk gksrk gS] ftlls
vfèkdre mi;ksfxrk izkIr gks losQ] tgk¡ ij oqQy mi;ksfxrk #fp
vkSj izeq[krk,a fn, gksus ij ek=kkRed miHkksx ij fuHkZj djrh gSA
fdUgha nks lewg oxZ esa (;fn ,d dks x

1
 rFkk nwljs dks x

2
 ysa rks)

mi;ksfxrk iQyu U }kjk n'kkZ;k tk;s] rks  U (x
1
, x

2
) ;g fuHkZj

djsxk miHkksDrk dh #fp rFkk izeq[krkvksa ijA
,oa vufèkeku oØ

vfHkx̀ghrksa osQ vkèkkj ij miHkksDrk vfèkeku (R) oØ dks
oqQy mi;ksfxrk iQyu (U) }kjk fu:fir fd;k tkrk gS] tks ifjek.k
miHkksx (x

1
, x

2
) ij fuHkZj djrh gS] tks vU; lHkh vfHkx̀ghrkas dks

larq"V djrk gSA mi;ksfxrk iQyu U(x
1
 x

2
) gS] ftls miHkksDrk lnSo

izkIr djuk pkgrk gSA
vufèkeku oØ dk vFkZ ,oa ifjHkk"kkµvufèkeku oØ

miHkksDrk mi;ksfxrk dks vfèkdre djus dh leL;k dks gy djus
okyh ,d vkys[kh; ;qfDr gSA vufèkeku oØ ftal&ftal le{ks=k
esa fofHkUu oLrqvksa osQ fy, cuk;k tkrk gS] ftlesa miHkksDrk dh
mi;ksfxrk dk leku Lrj jgrk gS] blfy, vufèkeku oØ osQ
lkFk&lkFk mi;ksfxrk ;k larqf"V esa ifjorZu ugha gksrkA

vufèkeku oØ dk vfLrRoµvufèkeku oØ ftal lewg esa
dgha Hkh vfLrRo j[k ldrk gSA ,slk blfy, gS] D;ksafd miHkksDrk
fdlh Hkh ftal lewg osQ chp mnklhu gks ldrk gS vkSj bl izdkj
dh ilan lrr gks ldrh gSA
vufèkeku oØ dh O;qRifÙk

vkys[kh; izLrqfrµesa ;gk¡ oLrq I (xº
1
) vkSj oLrq  I (xº

2
)

ftlls miHkksDrk oqQN mi;ksfxrk izkIr djrk gSA ;gk¡ ge nks ftal
lewgksa dh rqyuk djrs gSa] ftuosQ fy, ge ftal&lewg dks pkj
pj.kksa esa ck¡Vrs gSaA

(Nk=k bldh O;k[;k gsrq vU; egÙoiw.kZ iz'u 2 dk
vè;;u djsa)

xf.krh; izLrqfrµmi;ksfxrk iQyu U = U (x
1
,
 
x

2
)

 
gSA iw.kZ

:i ls vodfyr djus ij ge izkIr djrs gSaµ
dU = U

1
dx

1
 + U

2
 dx

2
 = 0 (

 
pw¡fd vufèkeku oØ osQ lkFk

mi;ksfxrk fLFkj gS] dU = 0) blfy,  
2

1

dx

dx = 
1 1 2

2 1 2

U ( , )
,

U ( , )

x x

x x  tks

fd vufèkeku oØ  dk izko.; gSA ;g ½.kkRed gksrk gS] D;ksafd
U

1 
(x

1
, 

 
x

2
) lHkh oLrqvksa dh vrf̀Ir laca/h voèkkj.kk ls  > 0 vkSj

U
2 
(x

1
,
 
x

2
) > 0. blfy, vufèkeku oØ vèkkseq[kh izo.k gS] D;ksafd

lHkh oLrq,¡ vifjrÌr gSa vkSj vufèkeku lrr] ijkorZd ,oa
laiw.kZ gSA
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miHkksDrk O;ogkj fl¼kar 

vFkZ'kkL=kh; vFkZµlHkh oLrq,¡ vifjrÌr gksrh gSaA bldk vFkZ
gS fd vfèkdre (U;wure) miHkksx vfèkdre (U;wure) mi;ksfxrk
dh vksj izo`Ùk djrk gSA blfy, fn, x, x

2
 osQ fy, tSls gh x

1

c<+rk gS] mi;ksfxrk Hkh c<+rh gSA vr% leku Lrj dks cuk, j[kus
osQ fy,] mi;ksfxrk dks de djuk t:jh gS] tks x

2
 dks de djosQ

gh laHko gSA blfy, tSls gh x
1 
 esa c<+ksrjh gksrh gS] larqf"V osQ leku

Lrj dks cuk, j[kus osQ fy, x
2
 esa fxjkoV t:j gksuh pkfg,A blh

dh otg ls vufèkeku oØ lnk vèkkseq[kh izo.k gksrk gSA
vufèkeku oØ osQ xq.kèkeZ

xq.kèkeZ I % mPprj vufèkeku oØ mPprj mi;ksfxrk
n'kkZrk gSA

xq.kèkeZ II % vufèkeku oØ ijLij ifjPNsn ugha dj ldrsA
(Nk=k bldh O;k[;k osQ fy, vU; egÙoiw.kZ iz'u 3 dk

vè;u djsaA)
mi;ksfxrk Hkwf;"Bhdj.k

vkys[kh; izLrqfrµeku yhft, ;gk¡ nks ftal&lewg x
1
rFkk

x
2
 gSa] tks Øe'k% oLrq I rFkk II dks n'kkZrs gSaA oLrq I rFkk II osQ

fy, miHkksDrk dks fn, x, ewY; Øe'k% P
1 
,oa P

2
 gSaA ;gk¡ ewY;

ckátkr rjhosQ ls fn;s x, gSa rFkk miHkksDrk mUgsa cny ugha ldrkA
miHkksDrk dh ekSfæd vk; (M) Hkh ckátkr :i ls nh tkrh gSA
è;ku jgs fd P

1
x

1
+ P

2 
x

2 
miHkksDrk dk oqQy [kpkZ gS] tc og oLrq

I dh x
1
 bdkb;k¡ vkSj oLrq II dh x

2
 bdkb;ksa dk miHkksx djrk

gSA miHkksDrk dk oqQy O;; mldh ekSfæd vk; ls T;knk ugha gks
ldrk] vr% p

1 
x

1
 + p

2
 x

2
  M 

 
lehdj.k (a) miHkksDrk dk

vk;&O;; fuckèk gSA ekuk U = U (x
1
 x

2
) miHkksDrk dk mi;ksfxrk

iQyu gS] blfy, miHkksDrk dks fuEufyf[kr mi;ksfxrk Hkwf;"Bhdj.k
fuesZ; (UMP)

 
dks gy djuk vko';d gSA leL;k UMP; Max

U (x
1
, x

2
)

x
1
 > 0

x
2
 > 0  vkSj p

1
 x

1 
+ p

2
 x

2
  M

x2

x2
*

b

a
e

g
IC0

f
IC1

IC2

IC3

A

Bx1
* x10

D;ksafd miHkksDrk dk mís'; viuh mi;ksfxrk dks vfèkdre
djuk gksrk gS vkSj pw¡fd vfèkdre mi;ksfxrk dh vksj ys tkrk
gS vr% og lnSo fdlh Hkh oLrq dk miHkksx vfèkd djuk pkgrk
gSA foaQrq oLrqvksa dh vfèkdre ek=kk dk mi;ksx djus gsrq mls

viuh vk; dh oqQN ek=kk O;; djuh iM+rh gSA varrksxRok
lkE; esa og viuh lkjh vk; [kpZ  djrk gS vkSj M = p

1
 x

1
 +

p
2
 x

2
-
vc] ;fn ge ;g ekurs gSa fd js[kk AB ewY; js[kk ;k ctV

js[kk dks n'kkZrk gSA AB osQ lkFk p
1
x

1
 + p

2
 x

2
 = M fl¼    gksrk

gSA eku yhft, miHkksDrk dk vkajfHkd vufèkeku oØ IC
0
 gSA IC0

esa ml vufèkeku oØ osQ lkFk&lkFk vusd fcanq bl izdkj gSa]
ftlls fl¼ gksrk gS fd p

1
x

1
 + p

2
x

2
  vr% mi;ksfxrk dks

vfèkdre djrs gq, miHkksDrk mPprj vufèkeku oØ (ekuk IC
1
)

dh vksj tkrs gq, vfèkd [kpZ djsxkA IC
1
 esa vufèkeku oØ osQ

,d fljs ls nwljs fljs rd oqQN ,sls fcanq gSa ftuls fl¼ gksrk gS
p

1 
x

1
 + p

2
 x

2 


 
 M. bl izdkj miHkksDrk nksckjk vfèkd [kpZ

djsxkA ;g izfØ;k rc rd tkjh jgsxh tc rd miHkksDrk ,sls oØ
ij u igq¡p tk, tgk¡ rd ml oØ dks ,d fljs ls nwljs fljs rd
dksbZ ,slk fcanq fl¼ u gks fd p

1
 x

1
 + p

2
 x

2 
 M  rFkk bl oØ

dk de ls de ,d fcanq ewY; js[kk ij gksA bl fcanq ij] gekjs
ikl miHkksDrk lkE; gS

C (x
1
, x

2
) = (x

1
 (M, P

3
, P

2
), x

2
 (M, P

1
, P

2
)

lkE;koLFkk esa vufèkeku oØ dk izko.; vk;&O;; js[kk osQ
izko.; osQ leku gksrk gS] vr% lkE;koLFkk ij gekjs ikl gksxk

(i) vk;&O;;d fuckèk lerk fpÉ osQ lkFk vkrk gSA
(ii) vufèkeku oØ dk izko.; vk;&O;;d js[kk osQ izko.;

osQ leku gksrk gSA
vk; ,oa izfrLFkkiu izHkkoksa laca/h voèkkj.kk,¡

fn, x, ewY;ksa rFkk ekSfæd vk; osQ i{k esa fdlh oLrq osQ
ewY; esa ,d bdkbZ ifjorZu osQ dkj.k ml oLrq dh ek¡x esa vk,
ifjorZu dks ml oLrq osQ i{k esa futh ewY; izHkko dgrs gSaA vr%

futh ewY; izHkko = 
1

dx

dp  rFkk blesa fdlh ewY; ifjorZu osQ i{k

esa izfrLFkkiu izHkko ,oa vk; izHkko 'kkfey gksrk gSA
futh izfrLFkkiu izHkkoµfLFkj okLrfod vk; (mi;ksfxrk

osQ vuqlkj) osQ vUrxZr vius futh ewY; esa ifjorZu osQ dkj.k
fdlh oLrq (ekuk x

1
) osQ fy, ek¡x jkf'k esa ifjorZu dks ml oLrq

osQ i{k esa izfrLFkkiu izHkko dgrs gSa rFkk bls bl :i esa fy[k
ldrs gSaµ

1

1

U,Pi

dx

dp

vk; izHkkoµvk; izHkko fdlh oLrq (ekuk x
1
) osQ fy,

okLrfod vk; esa fdlh ifjorZu osQ i{k esa ml oLrq osQ fy, ek¡x
jkf'k esa ifjorZu dks n'kkZrk gSA bl izdkj vk; izHkko =
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 lw{e (O;f"V) vkfFkZd fo'ys"k.k

1 ,
M

dx
p

d
 tks fdlh lkekU; oLrq osQ fy, èkukRed] fuÑ"V oLrq

osQ fy, ½.kkRed vkSj vfuf'pr oLrq osQ fy, 'kwU; gksrk gSA
fdlh ewY; ifjorZu gsrq vk; izHkkoµnh xbZ ekSfæd vk;

osQ fy, fdlh ,d oLrq dh fdlh ,d bdkbZ esa ifjorZu gksus ij
oLrq dh ek¡x vk; izHkko }kjk cnyrh gSA bls ewY; ifjorZu gsrq
vk; izHkko dgrs gSaA bl izdkj] fdlh ewY; ifjorZu gsrq vk;

izHkko = – ·
M

i
i

dx
x

d

LyRldh izes;
vkys[kh; izLrqfrµblesa ge ;g fl¼ djsaxs fd futh ewY;

izHkko fdlh ewY; ifjorZu osQ fy, futh izfrLFkkiu izHkko rFkk
vk; izHkko dk tksM+ gksrk gS] ftls ̂ LyRLdh izes;* dgrs gSaA bls
fl¼ djus ls iwoZ ge fgDl osQ fopkj dks ns[ksaxsA

(Nk=k bldh O;k[;k osQ fy, vU; egÙoiw.kZ iz'u 4 dk
vè;;u djsaa)
{kfriw£rr ek¡x oØ

ek¡x jkf'k dks laosQr :i esa fuEu izdkj ls fu:fir dj ldrs
gSa x

1
= x

1
 (p

1
, p

2
, y)- ;gk¡ y okLrfod vk; gSA

vU; ckrsa o okLrfod vk; fn;s tkus ij] fdlh oLrq dh
ek¡x jkf'k o mlosQ futh ewY; osQ eè; lacaèk dks n'kkZus okyh
fdlh oLrq osQ fy, ek¡x oØ dks {kfriw£r ek¡x oØ dgrs gSaA blosQ
fy, okLrfod vk; ,d fljs ls nwljs fljs rd fLFkj
jgrh gSA

okLrfod vk; dks ekius osQ fy, nks vyx&vyx mikxe
viuk, tkrs gSaA os bl izdkj gSaµ

1- fgDlh mikxeµfLFkj mi;ksfxrk rFkk vU; lHkh ckrksa osQ
fLFkj gksus osQ vUrxZr oLrqvksa osQ ewY;ksa osQ iQyLo:i fdlh
miHkksDrk }kjk [kjhnh xbZ fdlh oLrq osQ fy, ek¡x jkf'k {kfriw£r
fgDlh ek¡x iQyu dgykrk gSA

2- LyRLdh mikxeµbl mikxe esa okLrfod vk; dks Ø;
'kfDr ls ekik tkrk gSA ,d lrr okLrfod vk; dk vFkZ gS ,d
lrr Ø; 'kfDrA bls y

p
 ls n'kkZrs gSaA Ø; 'kfDr o vU; dkjdkas

osQ fLFkj gksus osQ vUrxZr lHkh oLrqvksa osQ ewY; iQyu Lo:i fdlh
miHkksDrk }kjk fdlh oLrq osQ fy, ek¡x jkf'k dks {kfriw£rr
LyRldh ek¡x iQyu ,oa laxr ek¡x oØ dks {kfriw£rr LyRldh
ek¡x oØ dgykrs gSaA

{kfriw£rr ek¡x oØ dk vodyuµx
1
 osQ fy, fgDlh

{kfriw£r ek¡x iQyu dks x
1
 = x

1 
(p

1
, p

2
,U) ls n'kkZrs gSa] tgk¡ fdlh

oLrq gsrq fgDlh {kfriw£rr ek¡x oØ vU; oLrqvksa osQ fn, x, ewY;ksa
osQ fy, viuh futh ek¡x jkf'k osQ lkFk ml oLrq osQ ewY; rFkk
mi;ksfxrk dh ǹf"V ls okLrfod vk; osQ eè; laca/ dk fu:i.k
djrk gSA

x2

A

e0

e1

IC (U)00

0 x x1 1
0 1B x1A

p

x

p

x

1

1

1

1

1

1

0

0

p1

0 x1

d

B

bldk vkys[kh; izLrqrhdj.k bl izdkj gksxkA ekuk vkjafHkd
lkE;koLFkk fp=k A esa e

0
 ij gksrh gS] tgk¡ oLrq I dk ewY; p0

gS rFkk oLrq&II dk ewY; p0 gS vkSj mi;ksfxrk U
0
 ij  fuèkkZfjr

gSA laxr vufèkeku oØ IC
0
 gSA x

1
 osQ fy,  {kfriw£rr fgDlh ek¡x

x0
1
 ij gSA iw.kZ izko.; p0

1
/p0

2
 osQ lkFk vkjafHkd lkE;koLFkk O;;

js[kk AB gSA fp=k B esa] x0
1
 rFkk p0

1
 dks vkysf[kr djsaA ekuk nh

xbZ mi;ksfxrk ,oa p
2
 osQ fy, p

1
 ?kVdj p1

1
 jg tkrk gSa vr%

vk;&O;; js[kk dk iw.kZ izko.; ?kVrk gS] ftlls os vfèkd lery
gks tkrh gSaA mi;ksfxrk fLFkj gksus osQ dkj.k  vufèkeku oØ iwoZor~
jgrk gSA

fp=k B esa p
1
 rFkk x1

1
 vkysf[kr djsaA bl fp=k esa p

1
vkSj

x
1
osQ ,sls lHkh ;qXe feykdj gesa fn, x, p

2
 ,oa  mi;ksfxrk osQ

fy, p
1
– x le{ks=k esa ,d vèkkseq[kh izo.k oØ izkIr gksrk gS] tks

fgDlh {kfriw£rr ek¡x oØ gksrk gSA

cksèk&iz'u
iz'u 1- x.kukRed mi;ksfxrk fl¼kar dh D;k voèkkj.kk,¡

gS\
mÙkjµx.kukRed fl¼kar dks lhekar mi;ksfxrk fl¼kar osQ

uke ls Hkh tkuk tkrk gSA bl voèkkj.kk esa mi;ksfxrk dks eqæk ls
vFkkZr la[;kRed :i ls ekik tkrk gSA ;g vYidky dh
voèkkj.kk gSA blesa miHkksDrk ;g tkurk gS fd fdl leqnk; dks
izkFkfedrk nsuh gS rFkk mldk ewY; D;k gS\ bl fl¼kar mikxe
dh fuEufyf[kr voèkkj.kk,¡ gSaµ
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